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Aufgabe 1 (10 Punkte). Zeigen Sie, dass fiir alle N € N gilt:
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(z n> S
n=1 n=1
Lésung. Sei N € N. Aus der Vorlesung ist bekannt, dass

N N(N +1)
Son=—g,
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woraus sich )

<§: n) _ N?(N4+ 1)?
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ergibt. Wir beweisen nun
N2(N +1)?

N3
L

per Induktion iber N € N, was dann die gewiinschte Aussage liefert.

Induktionsanfang: Fir N =1 gilt

! 12(1 4+ 1)2
Sond=10 = (1+ )
n=1 4

Induktionsschritt: Die Aussage gelte fiir ein festes gegebenes N
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€ N (Induktionsan-

nahme I.A.). Mit dieser Annahme zeigen wir nun, dass auch fir N + 1 gilt. Dazu

rechnen wir

N+1 N N2 N 1 2
Snd=3 0t 4 (N+1)7P NN+ 4+ ) + (N +1)°
n=1 n=1

(N +1)2(N?+4(N +1))
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(N+1)2(N+2)? (N+1)*((N+1)+1)

4

4 Y

wobei wir die binomische Formel in der Form N? + 4N +4 = (N + 2)? verwendet haben.
Wir folgern fir alle N € N aus dem Prinzip der vollstandigen Induktion. O]



Aufgabe 2 (4 + 6 Punkte). (i) Zeigen Sie per Induktion, dass fiir alle n € N eine der
folgenden zwei Aussagen gilt:

o n ist gerade, d.h. es gibt ein m € N, so dass n = 2m.

e n ist ungerade, d.h. es gibt ein m € Ny, so dass n = 2m + 1.
Folgern Sie daraus, dass fiir alle n € N gilt, dass n(n + 1) gerade ist.

(ii) Zeigen Sie fiir alle N € N, dass N® + 5N durch 6 teilbar ist (das heift, fir alle
N € N existiert ein M € N so, dass N + 5N = 6M).

Aufgabe 3 (7+ 3 Punkte). (i) Zeigen Sie, dass fir alle n € Nund alle 0 < z <1 gilt,
dass

(I4+2)"<14(2"—-1)x. (2)
(i) Gilt auch fiir alle n € N und alle z > 17 Beweisen Sie Ihre Antwort!

Aufgabe 4 (7+ 3 Punkte). (i) Seien z1,...,x, positive relle Zahlen, d.h. x; > 0 fiir
jedes k € {1,...,n}. Es gelte zudem [[;_, z; = 1. Zeigen Sie:

n
Z Tk Z n,
k=1

wobei Gleichheit genau dann eintritt, wenn zy = 1 fir jedes k € {1,...,n}.

(ii) Seien ¥y, ...,y, positive relle Zahlen, d.h. y, > 0 fiur jedes k € {1,...,n}. Zeigen

Sie, dass
1 n n 1n
Ly k=1
wobei Gleichheit genau dann eintritt, wenn y = y,, fir alle k,m € {1,... ,n}.

Hinweis: Fiir diese Aufgabe diirfen Sie die Evistenz der n-ten Wurzel Yz = z'/™
einer positiven, reellen Zahl x als gegeben voraussetzen. Diese hat die Eigenschaft,
dass Y™ > 0 und (1:1/”) =x.

Lésung. (i) Wir beweisen die Aussage per Induktion iiber n € N.
Induktionsanfang: Sei n = 1 und x; > 0 mit [[}_, zx = x; = 1. Daraus folgt unmittelbar

1
Zxk =z =1.
k=1

Induktionsschritt: Die Aussage aus der Angabe gelte fiir ein festes gegebenes n € N
(Induktionsannahme). Seien xy, ..., Z,11 > 0 mit

n+1

kl:[a:k: 1. (3)

Wir bemerken zunéchst, dass es mindestens ein k € {1,...,n+1} geben muss mit z; > 1.

Andernfalls wire [[}*} 2, < 1 (warum folgt das aus den Rechenregeln fiir angeordnete

Korper?), im Widerspruch zu .



Mit einer analogen Begriindung muss es mindestens ein j € {1,...,n + 1} geben mit
x; < 1. Durch Umnummerieren der Terme konnen wir immer erreichen, dass z,, <1 und
Tpe1 > 1 gilt. Damit folgt

Tpt1 — 1> xp(Tpg — 1)

oder dquivalent
Ty + Tpp1 2 1+ 20041, (4)

Betrachte nun die n Zahlen x4, ..., z,_1, x,x,11. Wegen ergibt deren Produkt 1. Also
konnen wir die Induktionsannahme anwenden und erhalten

n—1
> T+ Tpnp > n (5)
k=1
mit Gleichheit genau dann, wenn
X1 =Tg=" =0Ty 1=TpTpy1 = L. (6)
Also ist
n+1 “ n—1

k=1
Gleichheit in gllt genau im Fall z,, + x,.1 = 1 + 2,2,y oder z,.1 — 1 = 2, (201 — 1),
was x, = 1 oder z,,; = 1 impliziert. Im Fall x,,; = 1 folgt

n+1

1 @ H T = H Ty,
und wegen Gleichheit in auch
Z T = nN.
k=1
Erneutes Anwenden der Induktionsvoraussetzung auf die Zahlen x4, ...z, liefert z; =

- =2, = ZTpy1 = 1. Der Fall x,, = 1 lauft analog.

(ii) Das Ziel ist, Teil (i) der Aufgabe anzuwenden. Wir benétigen dazu n positive reelle
Zahlen xy, deren Produkt 1 ergibt. Da y, > 0 fur alle k € {1,...,n}, ist auch [I}_, yx > 0
und (TT7—, ye)*™ > 0. Fiir k € {1,...n} setze

Yk

T = T \n”
(ITr=1 &) /

Dann ist

Hx:H(( » ) Hklkﬂy’f‘l

| yk)l/n
Mit Aufgabenteil (i) folgt somit

n
Z T > M.
k=1

Dividieren wir beide Seiten durch n und multiplizieren mit ([T};_, yk)l/ "

, erhalten wir

wie gewiinscht. O
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